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Резание горных пород можно рассматривать- как скалывание эле­
ментов породы при непрерывном вдавливании перемещающегося резца. 
Поэтому, исследование внедрения резца в породу, являющегося основ­
ным элементом процесса резания при бурении скважин, представляет 
определенный интерес.
В данной статье делается попытка рассмотреть процесс разруше­
ния породы *при вдавливании резцов с точки зрения теории упругости 
и определить усилия, необходимые для внедрения резцов в породу.
Как известно из теории упругости, при действии сосредоточенной 
нагрузки P на край полубесконечной пластинки в последней возникают 
напряжения, характеризующиеся линиями равных касательных (а так­
же полных) напряжений в форме окружностей, касающихся точки при­
ложения нагрузки и лежащих на линии направления приложенной силы.
При действии равномерно распределенной нагрузки по участку в, 
линии равных напряжений (касательные и полные) в пластинке также 
имеют форму окружностей с общей хордой в. Как в том, так и в другом 
случаях окружности замкнуты и не выходят на верхний край пластин­
ки (рис. 1, а).
При вдавливании же какого-либо индентора в поверхность беско­
нечного полупространства такой картины не наблюдается. Условия рас­
пределения напряжений в теле достаточно больших размеров (бесконеч­
ное полупространство) являются неравномерными: чем ближе к поверх­
ности, тем они благоприятнее. Поэтому картина распределения линий 
(точнее поверхностей) равных напряжений иімеет иной характер.
В непосредственной близости к воздействующему на какое-либо 
упругое тело пуансону напряжения распределяются аналогично распре­
делению напряжений в пластинке. Причем максимальное напряжение 
возникает по полусфере или полуэллипсу (в пластинке по полуокруж­
ности), примыкающих к основанию пуансона [4, 5, 6, 10].
При значительных нагрузках вокруг зоны максимального давления 
возникает вторая деформированная зона, являющаяся как бы оболоч­
кой первой зоны и при вдавливании пуансона служит своеобразным 
наконечником.
Такое явление отметил в своей работе Л. А. Шрейнер [3]. Наиболее 
устойчивой сферой будет сфера «скелет» (вписанный треугольник), к о ­
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Iт о р о й  я в л я е т с я  р а в н о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  со ст о р о н о й ,  р а в н о й  ш и р и н е  
п у а н с о н а ,  п о э т о м у  в ы с о т а  в т о р о й  зо ны,  к о т о р у ю  о п и с а л  Л .  А. Ш р е й н е р  
р а в н а  в ы с о т е  р а в н о у г о л ь н о г о  т р е у г о л ь н и к а ,  т. е. 0 ,866 в. П о с л е  о б р а з о ­
в а н и я  с ф е р и ч е с к о г о  « н а к о н е ч н и к а »  д а в л е н и е  б у д е т  р а с п р о с т р а н я т ь с я
Рис. 1. I
по н и ж н е й  ч а с т и  с ф е р ы  н о р м а л ь н о  к к а с а т е л ь н ы м  п л о с к о с т я м  с ф е р ы .  
Е с л и  бы  у с л о в и я  р а с п р о с т р а н е н и я  н а п р я ж е н и й  в т е л е  б ы л и  о д и н а к о в ы ­
ми ( к а к  в п л а с т и н к е ) ,  р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  п р о и с х о д и л о  б ы  по к о ­
с и н у с о и д а л ь н о м у  з а к о н у .  H o  т а к  к а к  т а к и е  у с л о в и я  о т с у т с т в у ю т  д л я  
т ел  з н а ч и т е л ь н ы х  р а з м е р о в ,  то  в р е з у л ь т а т е  п о с л е д у ю щ е й  п е р е д а ч и  д а в ­
л е н и я  н а  с ф е р и ч е с к и е  сл ои ,  п о с л е д н и е  'к ак  б ы  р а з в е р т ы в а ю т с я .  З а м к ­
н у т а я  у  о с н о в а н и я  п у а н с о н а  с ф е р а  н а  н е к о т о р о м  у д а л е н и и  от  п у а н с о н а  
с н о в а  п р е в р а щ а е т с я  в п о л у с ф е р у .  Н а  рис.  1, б п о к а з а н  х а р а к т е р  р а с ­
п р е д е л е н и я  л и н и й  р а в н ы х  н а п р я ж е н и й  в с т е к л е  (по м а т е р и а л а м  н а б л ю ­
д е н и й  и з о х р о м  в п о л я р и з а ц и о н н о м  св е т е  и с л е д а м  р а з в и в а ю щ и х с я  
в с т е к л е  д е ф о р м а ц и й  п о с л е  с к о л а ) .
В р е з у л ь т а т е  в о з н и к ш и х  в и с п ы т ы в а е м о м  м а т е р и а л е  н а п р я ж е н и й  
г о р и з о н т а л ь н о г о  р а с п о р а  ( ч и с л е н н о е  з н а ч е н и е  к о т о р о г о  по и с с л е д о в а ­
н и я м  М.  М.  Ф р о х т а  [4] д л я  т о л с т ы х  п л а с т и н  и б л о к о в  с о с т а в л я е т  Р / л )  
в т е л е  в н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в д а в л и в а н и я  в о з н и к а е т  т р е щ и н а ,  и м е ю щ а я
ф о р м у  п о л у о к р у ж н о с т и .  П л о с к о с т ь  т р е щ и н ы  с о в п а д а е т  с о сь ю  с и м м е т ­
р и и  по б о л ь ш е й  с т о р о н е  п у а н с о н а .  Т р е щ и н а  х о р о ш о  н а б л ю д а е т с я  в о п ­
т и ч е с к и  п р о з р а ч н о м  м а т е р и а л е  ( с текл о ,  п л е к с и г л а с  и т. д . ) .  П р и  д а л ь ­
н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  д а в л е н и я ,  к о г д а  п о л н ы е  н а п р я ж е н и я ,  в ы х о д я щ и е  н а  
п о в е р х н о с т ь  т е л а  д о с т и г н у т  в е л и ч и н ы  н а п р я ж е н и я ,  х а р а к т е р и з у ю щ е г о  
п р о ч н о с т ь  д а н н о г о  м а т е р и а л а ,  п р о и з о й д е т  ск о л  э л е м е н т а  п о р о д ы  по л и ­
н и я м  AB А\В i, я в л я ю щ и м и с я  т р а е к т о р и я м и  м а к с и м а л ь н ы х  п о л н ы х  н а ­
п р я ж е н и й  (рис.  1, б ) .
О с т а н о в и м с я  п о д р о б н е е  н а  в д а в л и в а н и и  в п о р о д у  к л и н о о б р а з н ы х  
п у а н с о н о в  ( р е з ц о в ) .
П р и  в о з д е й с т в и и  к л и н о о б р а з н ы м  п у а н с о н о м  н а  п о в е р х н о с т ь  б е с ­
к о н е ч н о г о  п о л у п р о с т р а н с т в а  в п о с л е д н е м  в о з н и к н у т  н а п р я ж е н и я ,  р а с ­
п р е д е л я ю щ и е с я ,  к а к  и звестн о ,  по с ф е р и ч е с к и м  п о в е р х н о с т я м .
В н е п о с р е д с т в е н н о й  б л и з о с т и  от  щ е к  к л и н а  б у д у т  к о н ц е н т р и р о в а т ь ­
ся  с ф е р и ч е с к и е  п о в е р х н о с т и  р а в н ы х  н а п р я ж е н и й ,  о с я м и  ц е н т р о в  с ф е р  
б у д у т  я в л я т ь с я  н о р м а л и  к  щ е к а м  к л и н а .  Н а  н е к о т о р о м  у д а л е н и и  от  
щ е к  з а м к н у т ы е  с ф е р ы  п е р е й д у т  в п о л у с ф е р ы ,  о х в а т ы в а ю щ и е  к л и н  с о б е ­
их с т о р о н  (рис.  1, в ) .  С к о л  б у д е т  п р о и с х о д и т ь  по л и н и и ,  с о е д и н я ю щ е й  
в е р ш и н у  к л и н а  с т о ч к а м и ,  л е ж а щ и м и  н а  п е р ес еч е н и и  п о л у с ф е р ы  р а в н ы х  
п о л н ы х  н а п р я ж е н и й  с п о в е р х н о с т ь ю  о б р а з ц а .
П р и ч е м  ск о л  п р о и с х о д и т  по т р а е к т о р и и  м а к с и м а л ь н ы х  п о л н ы х  н а ­
п р я ж е н и й .  О ч е в и д н о ,  что с к о л  п р о и з о й д е т  в т о т  м о м е нт ,  к о г д а  п о л н ы е  
н а п р я ж е н и я  д о с т и г н у т  к р и т и ч е с к о г о  з н а ч е н и я  д л я  д а н н о й  п о р о д ы  ( а кр. 
Н а п р я ж е н и е  в т о ч к е  В б у д е т  р а в н ы м  н а п р я ж е н и ю  в т о ч к е  С. П о л н ы е  
н а п р я ж е н и я  в т о ч к е  С м о ж н о  о п р е д е л и т ь ,  и с х о д я  из ф о р м у л ы  т е о р и и  
у п р у г о с т и  д л я  с о с р е д о т о ч е н н о й  си л ы,  д е й с т в у ю щ е й  н а  п ло с к о ст ь ,  о г р а ­
н и ч и в а ю щ у ю  б е с к о н е ч н о е  п р о с т р а н с т в о  [5].
3D =  3D 1 _1_ ѵ
27zd2 2к ' d' ’ d" ’ - }
г д е  d' — р а с с т о я н и е  от  т о ч к и  п р и л о ж е н и я  н а г р у з к и  д о  т о ч к и  С;
d" — у с л о в н а я  д л и н а  оси  э л л и п т и ч е с к и х  л и н и й  н а п р я ж е н и й  в п л о ­
с к о с т и  с и м м е т р и и  р е з ц а ,  к о т о р ы е  д о л ж н ы  б ы т ь  при  у с л о в и и  
о т с у т с т в и я  в л и я н и я  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  о б р а з ц а  (рис.  1,г);
D — у с и л и е ,  д е й с т в у ю щ е е  по к р о м к е  р е з ц а ,  р а в н о е  у с и л и я м ,  
д е й с т в у ю щ и м  по г р а н я м  р е з ц а .
И з  у с л о в и й  р а с п р е д е л е н и я  у с и л и й  на к л и н е
D P  cos  ( 9 0 — у)
К — --------------------- --
2
К а к  в и д н о  из  р и с у н к о в  1, в и It г, п о с т р о е н н ы х  ,по м а т е р и а л а м  ф о ­
т о г р а ф и р о в а н и я  и з о х р о м  в п о л я р и з а ц и о н н о м  свет е  и с л е д о в  р а з в и в а ю ­
щ и х с я  д е ф о р м а ц и й  при  с к а л ы в а н и и :
a"  =  AB =  - L -  ;
COS а
d  =  b  2 а  =  b  +  с  b  +  / ,
з д е с ь  h — г л у б и н а  в н е д р е н и я  р е з ц а ;
а — у г о л  с к о л а  э л е м е н т а  п о р о д ы  (у г о л  м е ж д у  в е р т и к а л ь ю  
и п о в е р х н о с т ь ю  с к о л а ) ;  
b  — ш и р и н а  р е з ц а ;
а  — в ы с о т а  э л л и п т и ч е с к о г о  с е г м е н т а  п о в е р х н о с т и  н а п р я ж е н и й ,  
к о т о р а я  д о л ж н а  б ы т ь  при  о т с у т с т в и и  в л и я н и я  с в о б о д н о й  
п о в е р х н о с т и ;
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e — в ы с о т а  э л л и п т и ч е с к о г о  с е г м е н т а  с у ч е т о м  в л и я н и я  с в о б о д ­
н о й  п о в е р х н о с т и ;
/  — р а с с т о я н и е  от  б о к о в о й  г р ан и  р е з ц а  д о  к р а я  о б р а з о в а н н о й  
л у н к и .
П о д с т а в л я я  п о л у ч е н н ы е  з н а ч е н и я  d! и d" в ф о р м у л у  (1),  п о л у ч и м
3 R cos аG — — ------------------  , . (/)
2 Tzh (Ь+1)
о т к у д а
_ _  2 tzUg (Ь+І) "
3 cos  а
У гол  с к о л а  а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  С к о л  э л е м е н ­
т а  п о р о д ы  п р о и з о й д е т  в том  сл у ч ае ,  к о г д а  п о л н ы е  н а п р я ж е н и я  н а  п о ­
в ер х н о ст и ,  к а к  м ы  о т м е ч а л и  в ы ш е ,  б у д у т  р а в н ы м и  а кр. Д л я  п р о с т о т ы  
р а с с у ж д е н и й  п р е д п о л о ж и м ,  что си л а ,  д е й с т в у ю щ а я  н а  б е с к о н е ч н о е  п о ­
л у п р о с т р а н с т в о ,  я в л я е т с я  с о с р е д о т о че нн о й .
Н а п р я ж е н и е  от  со с р е д о т о ч е н н о й  силы,  д е й с т в у ю щ е й  н а  б еск о н е ч н о е  
п о л у п р о с т р а н с т в о ,  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л о й
 3 R c o s 2 ;Ѳ
г2
З а м е н я я
h
cos  ос
и м е е м
3 R c o s 2 Ѳ c o s 2 а
2 тс Zi2
М а к с и м а л ь н о е  н а п р я ж е н и е  ( н а п р я ж е н и е  при к о т о р о м  п р о и з о й д е т  с к о л )  
б у д е т  при  у с л о в и и
—c o s 2 Ѳ • c o s 2 ос •= m a x ,  т. е.  при  Ѳ =  а
З н а ч и т  у г о л  с к о л а  ос б у д е т  р ав ен  у г л у  Ѳ ( у г л у  м е ж д у  н а п р а в л е н и е м  
си л ы  и л и н и е й  с к о л а ) .
Е сл и  у г о л  м е ж д у  в е р т и к а л ь ю  и н а п р а в л е н и е м  с и л ы  о б о з н а ч и т ь  
ч е р е з  Ot0 (рис.  1, в),  то
ос =  —  , HO ос0 =  90  +  т,
Zj
г д е  у —  у г о л  м е ж д у  в е р т и к а л ь ю  и г р а н я м и  р е з ц а .
С л е д о в а т е л ь н о ,
a =  U  90  +  b  . (5)
2 2
Т а к и м  о б р а з о м ,  мы п р и ш л и  к н е с к о л ь к о  в и д о и з м е н е н н о й  ф о р м у л е  
К. А.  З в о р ы к и н а  [7],  к о т о р а я  н а х о д и т  с в о е  п р и м е н е н и е  в т е о р и и  р е ­
з а н и я  м е т а л л о в ,
B1 =  45° +  1 CT-C T pe" - (6)
2
Э т а  ф о р м у л а  н е с к о л ь н о  у п р о щ е н а  А.  М.  Р о з е н б е р г о м  [8]
ß 1 =  4 5 ° + I _ _ P ,  ( j )
г д е  Pi — у г о л  м е ж д у  п л о с к о с т ь ю  с д в и г а  э л е м е н т о в  м е т а л л а  и г о р и ­
з о н т а л ь н о й  п л о с к о с т ь ю ;
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'j — у г о л  т р е н и я  м е т а л л а  о р е з е ц ;
Гувн — у г о л  в н у т р е н н е г о  т р е н и я .
H o  т а к  к а к
а =  90 —  ßj,
т о
T -90° —  4 5 ° —
П р и н и м а е м ы й  н ам и  у г о л  Y ка к  п о л о ж и т е л ь н ы й  при  р е з а н и и  и м е е т  
о т р и ц а т е л ь н о е  з н а ч е н и е  и т о г д а
45°
T +  р =  9 0  +  у +  p 
2  2
(8)
К а к  мы  в и д и м ,  р а з н и ц а  м е ж д у  п о л у ч е н н о й  н ам и  ф о р м у л о й  (5) и п р е ­
о б р а з о в а н н о й  ф о р м у л о й  (8) с о с т о и т  в т о м ,  ч т о  мы не у ч л и  с и л ы  т р е ­
ния  п р и  с ж а т и и  ( з д е с ь ,  о ч е в и д н о ,  б у д е т  д е й с т в о в а т ь  т р е н и е  п о к о я ) .
Д л я  п р о в е р к и  э т о г о  п о л о ж е н и я  б ы л и  п о с т а в л е н ы  о п ы т ы  п ри  в н е д ­
р е н и и  в п е с ч а н и к  р е з ц о в  с р а з л и ч н ы м  у г л о м  п р и о с т р е н и я .
П о с л е  к а ж д о г о  в н е д р е н и я  р е з ц а  з а м е р я л и с ь  р а з м е р ы  л у н к и .  З а т е м
по  ф о р м у л е  a =  a r c t g  — р а с с ч и т ы в а л и с ь  з н а ч е н и я  у г л о в  с к о л а  ( з д е с ь
Г —  р а с с т о я н и е  о т  ц е н т р а  д о  к р а я  л у н к и ,  h — г л у б и н а  л у н к и ) .  Р е з у л ь ­
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К а к  в и д н о  о т с ю д а ,  ф а к т и ч е с к и е  у г л ы  с к о л а  и м е ю т - з н а ч е н и я  б о л ь ­
ш е  р а с ч е т н ы х ,  п р и ч е м  о т к л о н е н и я  с о с т а в л я ю т  1,5 - ь  5 г р ад .
В и д и м о ,  и при в д а в л и в а н и и  р е з ц о в  в п о р о д у  с к а з ы в а е т с я  д е й с т в и е  
си л ы  т р е н и я .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  при к о э ф ф и ц и е н т е  т р е н и я  д л я  и с п ы т ы ­
в а е м ы х  о б р а з ц о в  ( п е с ч а н и к о в )  / = 0 , 1  - : - 0 , 2  (по д а н н ы м  В. С. Ф е д о р о в а  
и Е.  Ф. Э п ш т е й н а  [1])
P =  6 - ь  12 =  .
2 2
т. е.  о т к л о н е н и я  ф а к т и ч е с к и х  у г л о в  о т  р а с ч е т н ы х  п р и м е р н о  р а в н ы  з н а ­
ч е н и ю  - ,  к о т о р о е  ф и г у р и р у е т  в ф о р м у л е  З в о р ы к и н а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  
2
и д л я  п о р о д  б у д е т  п р и м е н и м а  ф о р м у л а  З в о р ы к и н а .
В е р н е м с я  сн о в а  к ф о р м у л е  (1). Р а с с м о т р и м ,  к а к  б у д е т  и з м е н я т ь с я  
з н а ч е н и е  I с р о ст о м  г л у б и н ы  в н е д р е н и я .  П р е д п о л о ж и м ,  ч то  р е з е ц  у г л у ­
б и л с я  на н е к о т о р у ю  в е л и ч и н у  h (рис.  1, г). Е с л и  бы  в е р х н и й  с л о й  
т о л щ и н о й  t  о т с у т с т в о в а л ,  т о  с к о л ,  в е р о я т н о ,  п р о и з о ш е л  бы по т р а е к ­
т о р и и  м а к с и м а л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  AB.  У г о л  с к о л а  в п л о с к о с т и  с и м м е ­
т р и и  в э то м  с л у ч а е  б ы л  бы  р а в е н  а 1# П р и  н а л и ч и и  с л о я  т о л щ и н о й  t  
л и н и и  р а в н ы х  н а п р я ж е н и й  при  в ы х о д е  на  п о в е р х н о с т ь  б у д у т  сн о в а  
с б л и ж а т ь с я  по о к р у ж н о с т и ,  к а к  э т о  п о к а з а н о  на  рис.  1, в, г (рис.  1, в, г 
н а ч е р ч е н  по  м а т е р и а л а м  ф и к с а ц и и  л и н и й  р а в н ы х  н а п р я ж е н и й  в э п о к с и д ­
н о й  с м о л е  в п о л я р и з а ц и о н н о м  св е т е ) .  В р е з у л ь т а т е  э т о г о  л и н и я  т р а е к т о ­
рии  м а к с и м а л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  AD с о с т а в и т  с в е р т и к а л ь ю  у г о л  а\ м е н ь ­
ш е  у г л а  OC1. З н а ч е н и е  ж е  е б у д е т  о ч е н ь  м а л о  о т л и ч а т ь с я  от  в е л и ч и н ы  U1 
и пр и  н е б о л ь ш о й  г л у б и н е  в н е д р е н и я  р е з ц а  е е  м о ж н о  с ч и т а т ь  п о с т о я н ­
н о й  и т о г д а
е =  ех — I =  Iu
И з м е н е н и е  у г л а  с к о л а  Oc1 с у в е л и ч е н и е м  г л у б и н ы  в н е д р е н и я  п у а н ­
со н а  в к а н и ф о л ь  б ы л о  о т м е ч е н о  В. С. В л а д и с л а в л е в ы м  [9].
Н и ж е  п р и в о д я т с я  д а н н ы е  по  и з м е н е н и ю  а 1 и /  (табл .  2) п р и  р е з а ­
нии  у г л е й ,  по д а н н ы м  и с с л е д о в а н и я  А.  И .  В е р о н а  [8].
Таблица  2
Шахта, пласт h, с м «і, град. /, CM





ч 2,0 68 4,8
2,5 64 5
Центральная Боковская 0,5 84,5 5




/ * 2,0 72 5,4
2,5 69 6,5
З н а ч е н и е  I р а с с ч и т а н о  п о  ф о р м у л е  tg
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И з  т а б л .  2 видно ,  что п р и  г л у б и н е  р е з а н и я  от  5 д о  25 мм з н а ч е н и я  I 
к о л е б л ю т с я  в н е б о л ь ш и х  п р е д е л а х .  П р и ч е м ,  к о л е б а н и я  с в я з а н ы  не 
т о л ь к о  с у в е л и ч е н и е м  г л у б и н ы ,  но,  в и д и м о ,  с н е о д н о р о д н о с т ь ю  у с л о в и й  
р е з а н и я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  к а к  б ы л о  о т м е ч е н о  в ы ш е ,  з н а ч е н и е  е при  в н е д р е н и и  
р е з ц о в  н а  н е б о л ь ш у ю  г л у б и н у  м о ж н о  п р и н я т ь  (с о ч ен ь  м а л о й  п о г р е ш ­
н о с т ь ю )  к а к  в е л и ч и н у  п о с т о я н н у ю .
Рис. 2. Сравнение теоретических прямых зависимости усилий 
вдавливания от ширины резца и глубины внедрения резца.
Д л я  п р о в е р к и  п о л у ч е н н о й  ф о р м у л ы  (3) в о с п о л ь з у е м с я  м а т е р и а л а м и ,  
п о л у ч е н н ы м и  В. С. В л а д и с л а в л е в ы м  при  в д а в л и в а н и и  в м р а м о р  р е з ц о в  
р а з л и ч н о й  ш и р и н ы .
Н а  г р а ф и к е  (рис.  2) т о ч к а м и  п о к а з а н ы  р е з у л ь т а т ы  и с с л е д о в а н и й  
В. С. В л а д и с л а в л е в а ;  п р я м ы е  п о с т р о е н ы  по ф о р м у л е  (3) п р и
а  =  1,31 кг/мм2 и / =  4 мм.
К а к  в и д н о  из г р а ф и к а ,  т е о р е т и ч е с к и е  в ы в о д ы  х о р о ш о  с о г л а с у ю т с я  
с э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и ,  а п о л у ч е н н а я  ф о р м у л а  (3) п о з в о л я е т
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с д о с т а т о ч н о й  с т е п е н ь ю  то ч но сти  о п р е д е л и т ь  з н а ч е н и я  у с илий ,  н е о б х о ­
д и м ы х  д л я  в н е д р е н и я  р е з ц о в  в по р о ду ,  н а п р и м е р ,  пр и  р а б о т е  ш а р о ш е ч ­
ного д о л о т а .
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